PROBABILIDADES E ESTATISTICA — MIEEC/FEUP

PARTE TEORICA — Perguntas de desenvolvimento

1. Dada uma experiéncia aleatoria € e o espago amostral associado S, defina:

a) Acontecimento eclementar
b) Probabilidade de um acontecimento A
¢) Variavel aleatoéria.

2. Seja X uma variavel aleatéria com distribui¢do binomial de parametros n ¢ p (X~b(n,p)).
Recorrendo a defini¢do de valor esperado mostre que:

a) E(X)=np
b) V(X)=npq , q=1-p

3. Seja X uma variavel aleatoria com distribui¢do binomial de parametros n e p (X~b(n,p)).
Determine a funcdo geradora de momentos para esta varidvel aleatoria.

4. Seja X uma variavel aleatoria com distribui¢do binomial de parametros n e p (X~b(n,p)).
Recorrendo a fungdo geradora de momentos, mostre que:

a) E(X)=np
b) V(X)=npq , q=1-p

5. Dados dois acontecimentos A e B, sendo P[A] > (0, defina P[B | AJ e mostre que satisfaz as

condigdes impostas para uma probabilidade.
6. Dados dois acontecimentos A e B:

a) Defina a nogdo de independéncia entre os acontecimentos A e B.

b) Demonstre que se A ¢ B sdo independentes também serdo independentes os

acontecimentos A ¢ B.
¢) Demonstre que se A ¢ B sio independentes também serdo independentes os

acontecimentos A ¢ B.

7. Considere trés acontecimentos A, B ¢ C tais que P (A)=0,6 ,P (C)=04,P(ANC)=0,3,
P(ANB)=0,2 ¢ P(ANBNC)=0,1. Determine p = P |_(A UB)NC _, justificando todos os
resultados obtidos.

a) Defina variavel aleatoria unidimensional.

b) Como se classificam ? Dé exemplos.
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9. Considere uma experiéncia que consiste em langar a sorte dois dados e registar os valores do
minimo obtido ¢ da soma entre o minimo e o outro valor obtido.

a) Indique os elementos do espago amostral

b) Indique uma particdo com trés elementos em que dois deles (e apenas dois) tenham a
mesma probabilidade de ocorréncia.

10. Seja f (X ) a func¢do densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria X e seja g(x) uma
funcdo real da varidvel real x. Entdo podemos definir uma nova variavel aleatoria Y = g (X).

a) Admitindo que g (x) ¢ uma funcdo estritamente monétona e decrescente obtenha a
expressao para a funcdo de distribuicdo da varidvel aleatéria Y a custa da funcdo de
distribui¢do da variavel X.

b) Considerando agora que g (x) ¢ estritamente monétona demonstre a validade do seguinte
resultado:

fx (x)
&

fy (y)=

dx

x=g"1(y)

em que fy (y ) representa a fun¢do densidade de probabilidade de Y.

¢) Demonstre que se pode generalizar o resultado da alinea anterior a uma situagdo em que a
funcdo g (x) ndo seja monodtona.
Sugestao: Considere por exemplo g (x) = x°.

11. Defina experiéncia aleatoria, espago amostral ¢ acontecimento. Apresente um exemplo de
cada.

12.  Sabendo  que, por definigho, Var(X)=E[X-E(X)F prove que

Var(X )=E (X2 )—EZ(X)

. . . A 2 .
13. Seja X uma variavel aleatéria com valor esperado u e varidncia ¢”. Definindo uma nova v.a.

Y=

o prove que E (Y)=0¢e Var (Y) = 1.

14. Enuncie a desigualdade de Chebyshev e explique a sua importancia.
15. Enuncie as propriedades que caracterizam aquilo que se define habitualmente como uma
sucessdo de provas de Bernoulli.

16. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo de Poisson de pardmetro A (X~p(A)).
Recorrendo a defini¢do de valor esperado mostre que:

a) E(X)=A
b) V(X)=xr

Pégina 2/4



17. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo de Poisson de pardmetro A (X~p(M)).
Determine a funcdo geradora de momentos para esta variavel aleatoria.

18. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo de Poisson de pardmetro A (X~p(A)).
Recorrendo a fungdo geradora de momentos, mostre que:

a) E(X)=2A
b) V(X)=xr

19. Explique a aplicacdo da desigualdade de Chebishev na demonstracdo da relacdo existente
entre a probabilidade de um acontecimento e a sua frequéncia relativa.

20.
a) Defina estimacdo pontual e estimagdo por intervalo.
b) Indique quais as propriedades desejaveis para um estimador pontual.

21.
a) Calcule V(X+Y) no caso de X ¢ Y ndo serem independentes. Exprima o resultado em
funcdo da V(X) e da V(Y).
b) Mostre que no caso de X e Y serem independentes, V(X+Y)= V(X) + V(Y).

22.
a) Diga o que entende por intervalo de confianca para um pardmetro da populacao.
b) O que precisa para construir um intervalo de confianga?

23. Num teste de hipdteses:

b) O que entende por probabilidade de um erro do tipo I ?
b) O que entende por probabilidade de um erro do tipo II ?

¢) Como consegue diminuir simultaneamente estes dois erros ?
24. Enuncie o Teorema do Limite Central e explique a sua importancia.

25. Seja X uma variavel aleatoria continua com fungdo densidade de probabilidade fy (x) e com
funcdo de distribui¢do Fy (x) Considere uma amostra aleatdria de dimensdo n de X. Mostre que a
fun¢do densidade de probabilidade do minimo da amostra, fi (k), ¢ dada por:

fg ()= n[1- Fx () ' £x (k)

26. Identifique os passos basicos na construcao de um teste de hipoteses.

27.
a) D¢ um exemplo de uma varidvel aleatoria do tipo hipergeométrico.
b) Esta distribuicdo pode ser aproximada por outras distribui¢gdes? Em caso afirmativo, quais
s80 essas distribuigdes e em que condig¢des € que é possivel fazer essa aproximagao?

28. Mostre que o valor esperado de uma variavel aleatéria com distribui¢do exponencial

1
(negativa) de parametro A vale —.

I
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29. Seja (X,Y) uma variavel aleatoria bidimensional.

a) Defina o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y, pxy -
b) Admita que pxy = 0. Podemos ou ndo afirmar que as variaveis aleatorias X e Y sdo
independentes ? Justifique a sua resposta.

30. Dada uma variavel aleatéria X com distribuicdo geométrica de pardmetro p:
d) Mostre que a fun¢do geradora de momentos € :

Gx (t)= PRI W (ff 0)el

e) A partir do resultado da alinea anterior calcule E(X) e Var(X).

31. Dadas duas variaveis aleatorias X e Y , sendo Y = a X + b com a, b € R, mostre que o
coeficiente de correlagdo linear p satisfaz a seguinte relagdo: p = = 1

32. Dadas duas variaveis aleatorias X e Y , tais que X ~ N (u ,02) e Y=aX+bcoma, beN,
mostre que Y ~N (au+b, Al ).

33. Prove que se X, Xs,..., X, forem uma amostra aleatéria de uma variavel aleatoria de Poisson

A

de pardmetro A, a estimativa de maxima verosimilhancade A é A =X
34. Defina estacionariedade de um processo estocastico.

35. Define-se um processo estocastico discreto do seguinte modo: “Uma moeda é lancada ao ar e
se o resultado ¢ CARA, X, =(-1)", se é COROA, X, =(-1)""", paratodoo n € N.”

a) Indique quais as realiza¢des do processo.

b) Determine a fungdo de probabilidade de X,.

¢) Determine a funcdo conjunta de probabilidade de X; e Xy+.
d) Determine a média e a autocovariancia de X,,.
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